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La paradoxa de Banach-Tarski i el semigrup de tipus

PERE ARA

Resum: En aquest article estudiarem un concepte clau en relacié amb la coneguda
paradoxa de Banach-Tarski. Es tracta del concepte d’equidescomponibilitat de subcon-
junts d’'un conjunt X sobre el qual actua un grup discret G. Un subconjunt E de X
és G-paradoxal si existeixen dos subconjunts disjunts E; i E» de E de manera que
cadascun d’ells és equidescomponible amb E. L’estudi d’aquesta relacio es pot siste-
matitzar mitjancant la introduccié d’un cert semigrup S (X, G), anomenat semigrup
de tipus d’equidescomponibilitat de X (o, simplement, semigrup de tipus). Farem una
exposicio del teorema de Tarski, per a la demostracio del qual utilitzarem el semigrup
de tipus S(X, G). Veurem algunes generalitzacions d’aquest concepte a un context to-
pologic, i estudiarem la possible validesa del teorema de Tarski en aquest nou context.
També explicarem un resultat recent de Grabowski, Mathé i Pikhurko que dona una
resposta afirmativa al problema de la quadratura del cercle (en la seva versi6 moderna).

Paraules clau: paradoxa de Banach-Tarski, semigrup de tipus, teorema de Tarski, espai
topologic, quadratura del cercle.
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1 La paradoxa de Banach-Tarski

En la seva versio més coneguda, la paradoxa de Banach-Tarski diu que podem
partir una taronja en un nombre finit de peces de manera que, reorganitzant
aquestes peces d’una altra forma, obtenim dues taronges idéntiques a la inicial.!
Una altra versio de la mateixa paradoxa afirma que podem subdividir un pésol
en un nombre finit de trossos de manera que reorganitzant-los obtenim una
bola de la mateixa mida que el Sol. Aquesta paradoxa aparent (en qualsevol de
les dues versions) és, de fet, un teorema demostrat per Stefan Banach i Alfred
Tarski [4]. La seva demostracio requereix ’axioma de 1’elecci6 i, a la vegada,

1 O sigui, tenim una versio «valenciana» del miracle de la multiplicaci6 dels pans i els peixos.
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com ja va observar John von Neumann, esta intimament connectada amb una
certa propietat dels grups, anomenada mitjanabilitat.?

En aquest Butlleti han aparegut sengles articles sobre la paradoxa de Banach-
Tarski. Un d’ells ([13]) tracta de la connexi6 entre la paradoxa de Banach-Tarski i
I'axioma de I'eleccio, i ’altre ([5]) és sobre la connexi6 entre la mateixa paradoxa
ila teoria de grups. En el nostre treball tractarem d'un altre tema relacionat amb
la paradoxa de Banach-Tarski, com és la nocié basica de la relacié d’equidescom-
ponibilitat de conjunts respecte de 'accié d'un grup. L’estudi d’aquest concepte
es pot sistematitzar gracies a la consideracié d’'un semigrup commutatiu, el
semigrup de tipus d’equidescomponibilitat, al qual ens referirem simplement
com el semigrup de tipus. Estudiarem les propietats d’aquest semigrup, i n’es-
tendrem la definici6 al context topologic. Veurem que en aquest context més
general, 'anomenada alternativa de Tarski falla per I'aparicioé en escena d'un
nou tipus de paradoxalitat, que podem anomenar (m,n)-paradoxalitat per
al < m < n. També descriurem un resultat recent espectacular, degut a
Grabowski, Mathé i Pikhurko [8], sobre la versiéo moderna del problema de la
quadratura del cercle.

Primer de tot enunciarem el teorema de Banach-Tarski. En tot I'article
usarem la notacioé LI per a referir-nos a una unio disjunta, o sigui, una unié de
subconjunts d'un cert conjunt de manera que els subconjunts sén disjunts dos
a dos.

TEOREMA 1 (TEOREMA DE BANACH-TARSKI). Sigui B la bola unitat a R3. Llavors
existeix una descomposicio

B=AU---UA,UBU---UBy
i isometries g1,...,Gn, 1, ..., hm de R3 tals que
B=giAiU---UgnAn=hiByU---UhyuBny.

Es pot demostrar que el nombre minim de peces és n + m = 5. Podeu veure
una demostracié d’aquest resultat a 'article [5] aparegut en aquest Butlleti. Una
referéncia imprescindible per a I’estudi de la paradoxa de Banach-Tarski és el
llibre de Tomkowicz i Wagon [20].

Presentem ara el marc general. Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X.
Dos subconjunts E, E’ de X son G-equidescomponibles, denotat per E ~¢ E’, si

E=AUAU---UA,, E =BiuBU---UBy

i existeixen g1,92,...,9n € G tals que B; = gjA; peratoti=1,...,n.

Un subconjunt E € X s’anomena paradoxal si existeixen Ep, E» tals que
EiUE, € Eamb E; ~c Ei1E» ~Gg E.

El semigrup de tipus S(X, G) es defineix mitjancant I'anterior relacié d’equi-
descomponibilitat:

2 Els termes mitjanable i mitjanabilitat que usem en aquest article provenen dels termes
anglesos amenable i amenability, respectivament.
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DEFINICIO 2. Sigui G un grup que actua sobre un espai X. Aleshores S(X,G)
és el semigrup commutatiu generat per simbols [E], on E < X, subjecte a les
relacions segiients:

(1) [@] =0,
(2) [EUF]=[E]+[F]SiENnF =0,
(3) [gE] = [E]lperatotE € P(X)itotg € G.

OBSERVACIO. Es pot demostrar, utilitzant la proposici6 4, que veurem a con-
tinuaci6, que per a E,E’ < X, tenim que [E] = [E'] a S(G, X) si, i només si,
E ~; E'. Per tant, els elements de S(X,G) son les sumes finites de classes
d’equidescomponibilitat [E], per a E < X.

Encara que la definicié anterior és conceptualment simple, moltes vegades
es necessita una descripcié més detallada dels elements del semigrup S (X, G).
Aix0 és el que va fer Tarski en el seu treball [19] (vegeu també el capitol 10
de [20]). La idea fonamental és ampliar 1’accié de G sobre X a una acci6é sobre
una quantitat numerable de copies de X, de manera que tinguem «prou espai»
per a representar tots els elements del semigrup. Aquesta idea és, de fet, prou
similar a la que es fa servir en teoria K, on passem per exemple d'un anell R al
seu estabilitzat M« (R), que és una uni6 inductiva de matrius finites de totes les
mides. El lector interessat a coneixer més detalls sobre teoria K pot consultar
I’excellent llibre de Jonathan Rosenberg ([17]).

DEFINICIO 3. Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X. Definim una acci6
ampliada com segueix. Sigui X* = X x N, isigui G* = G xX(N), on X(N) denota
el grup de permutacions de N. El grup G* actua sobre X* de forma natural:
(g, m)(x,n) = (gx,m(Nn)). Si A és un subconjunt de X*, els nivells de A séon
aquells enters n tals que existeix un element de A amb segona coordenada
igual a n.

Observem que per a E € X tenim que E X {n} ~g+ E X {m} peran,m € N.
Aix0 permet considerar copies disjuntes de qualsevol subconjunt de X.

Un subconjunt A de X* s’anomena fitat si té només un nombre finit de
nivells. Denotem la classe d’equivaléncia d’'un subconjunt fitat A respecte
de la relaci6 de G*-equidescomponibilitat per [A]. Sigui S la collecci6 de totes
les classes d’equivaléncia de subconjunts fitats de X*. Llavors S admet una
estructura de semigrup commutatiu, on

[A]l +[B] =[AUB']

per a subconjunts fitats Ai B de X*, on B’ és una copia de B que és disjunta
de A.

Ara podem demostrar que la construccié anterior ens dona un semigrup
isomorf al semigrup de tipus S(X, G).

PROPOSICIO 4. Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X. Existeix un iso-
morfisme natural S(X,G) — S, que envia [A] a[A X {1}] pera A < X.
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PROVA. Definim una aplicacié @: S(X,G) — S per laregla ([A]) = [A x {1}]
per a A < X. Per tal de veure que aquesta regla esta ben definida i dona un
morfisme de semigrups, cal observar que preserva les relacions definidores
de S(X, G). Pero aixo és clar per la relacié de G*-equidescomponibilitat. També
és clar que @ és exhaustiva, ja que, si A € X* té nivells k1, ko, ..., k;, llavors
posem A = | |/_; A; x {k;}, amb A; € X, i tenim que [A] = @(3/_;[A;])

Queda, doncs, per comprovar que @ és injectiva. Suposem que @ (>;21[A;]) =
@ (X", [B;]). Aleshores tenim que

n m
U Ai x {i}] ~g+, B:=J[Bix{i}].
= i=1
Per tant, existeixen subconjunts Wi,..., W, elements g1,...,g; de G i enters

positius nq,...,n;, my,...,m; tals que

! !
|_| kX {nid, B = | | gcWi x {my}.

k=1 k=1

Llavors tenim dues particions {1,...,1} = |, I; i {1,...,1} = |, J; tals que
peracadai € {1,...,n} tenim que A; = I_IJ'EL, Wiiperatotje {1,...,m}
tenim que Bj = [_Iiejj giWi. S’obté la igualtat segiient a S(X, G):

n l l m m

Stan-Y 3w - Z = S lgiWil=> > lgiWil = D.[B;]

i=1 i=1jel; j=1 j=1 j=1ieJ; j=1
Aix0 demostra que @ és injectiva, i es completa ’argument. O

Com a conseqiiéncia d’aquest resultat, utilitzarem de manera indistinta
qualsevol de les dues descripcions anteriors del semigrup de tipus S(X, G).

Ara podem expressar la qualitat de paradoxalitat dels subconjunts de X
en termes del semigrup de tipus. Primer introduim el preordre < en qualsevol
semigrup commutatiu M mitjancant la relacié x < y si, i només si, existeix
un element z de M tal que y = x + z. Aquest preordre s’anomena preordre
algebraic de M. Ara observem que E < X és paradoxal si, i només si, 2[E] < [E]
asSX,G).

L’estudi del concepte de paradoxalitat va portar a la important noci6 de grup
mitjanable: Un grup discret I' s’anomena mitjanable si rT no és paradoxal, on T
denota el conjunt I' amb 'accié del grup I' definida mitjancant multiplicacié per
I’esquerra. El lector pot consultar [5] pel que fa a la relacié entre la paradoxa
de Banach-Tarski i la teoria de grups. Un fet basic en la teoria és que qualsevol
grup lliure no commutatiu és no mitjanable.

2 La quadratura del cercle

En el segle xx, Tarski va enunciar una versio diferent del conegut enigma dels
grecs sobre la quadratura del cercle, que consisteix en la constructibilitat amb
regle i compas d’'un cercle d’area 1.
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En aquesta nova versio ([18]) es pregunta si un cercle i un quadrat de la
mateixa area sén equidescomponibles respecte del grup de totes les isometries
de R?. La primera observacio important és que, perqueé siguin equidescompo-
nibles, han de tenir necessariament la mateixa area. Aixo es deu al fet que
el grup G» de les isometries de R? és un grup mitjanable; de fet, és un grup
resoluble, i és ben conegut que tots els grups resolubles s6n mitjanables. Hom
pot demostrar que la mesura de Lebesgue sobre R! i sobre R? es pot estendre
a una mesura finitament additiva definida a tots els subconjunts. De fet, tenim
el resultat segiient:

TEOREMA 5. Si G és un grup mitjanable d’isometries de R™, llavors existeix
una extensio de la mesura de Lebesgue A a una mesura finitament additiva
i G-invariant definida sobre tots els subconjunts de R™. En particular, existeix
una extensio de la mesura de Lebesgue a tots els subconjunts de R' o R? que és
invariant per isometries.

Per a una demostraci6 del teorema 5, el lector pot consultar el capitol 12
de [20].

Aixi doncs, si tenim dues regions mesurables A i B de R? que son equi-
descomponibles respecte del grup G. d’isometries de R2, amb A = | |, A,
B = ||, giAi, gi € G2, 1 A és una extensio de la mesura de Lebesgue A com en
el teorema 5, aleshores tenim

AA) = STA(4) = Y A(giA) = A(B),

i=1 i=1

de manera que A i B tenen la mateixa area.

El 1924, Tarski va demostrar que dos poligons de la mateixa area son
equidescomponibles entre si (vegeu el capitol 3 de [20]). Finalment, Laczkovich
va demostrar el resultat sobre la quadratura del cercle ([10, 11]), pero les peces
obtingudes en la seva demostracié no s6n mesurables.

En un resultat recent, Grabowski, Mathé i Pikhurko ([8]) han demostrat que
es pot fer la quadratura del cercle amb peces que son a la vegada mesurables
en el sentit de Lebesgue i mesurables en el sentit de Baire. Recordem que
un subconjunt és mesurable en el sentit de Baire si és la diferencia simetrica
d’un conjunt de Borel i un conjunt magre.

El teorema de Grabowski, Mathé i Pikhurko és, de fet, a la vegada més fort i
més general que el que hem esmentat en el paragraf anterior. Per a enunciar-lo
necessitem algunes definicions prévies. Primer definim la dimensi6 per caixes
(box dimension) de X < R¥ com

logA({x € R¥ : dist(x, X) < €})

dimg (X) := k — liminf
£~0+ log e

on dist(x, X) és la distancia L® des del punt x al conjunt X.
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Per a conjunts A i B de R¥, diem que A i B sén congruents per transla-

cions (A I B), si Ai B son equidescomponibles respecte al grup de totes les
translacions de R¥, és a dir, existeix una descomposicié

A=A1UAU---UA,
i translacions o1, ..., 0, de RF tals que
B =01(A1) U0o2(A2) U -+ - U opn(Ay).

Denotant per 0A la frontera topologica de A, podem enunciar el teorema
com segueix:

TEOREMA 6 ([8, teorema 1.2]). Siguik = 1, i siguin A i B subconjunts mesurables
i fitats de R¥ tals que A(A) = A(B), dim(0A) < k, i dim(dB) < k. Llavors A Ip
amb peces que son a la vegada mesurables en el sentit de Lebesgue i en el sentit
de Baire.

Com a conseqiiéncia immediata hom obté la segiient versi6 moderna de la
quadratura del cercle:

COROLLARI 7. Un cercle i un quadrat de la mateixa darea son congruents per
translacions a R2.

3 El teorema de TarsKki

El teorema de Tarski permet connectar dues definicions aparentment diferents
de grup mitjanable. Aqui presentem la versié més general sobre accions en con-
junts, seguint [20, capitol 11]. Recordem que una mesura p: P(X) — [0, + o]
s’anomena finitament additiva si pf(AUB) = u(A) + u(B) per atots A,B € P(X)
mutuament disjunts, i que, si G és un grup que actua sobre X, la mesura u
s’anomena G-invariant si u(gA) = u(A) peratotg € Gitot A € P(X). Ob-
servem en aquest punt el fet important que les mesures finitament additives i
G-invariants sobre X es corresponen naturalment amb els morfismes de semi-
grups u: S(X,G) - [0,+x], on S(X, G) és el semigrup de tipus corresponent
al’accio de G sobre X.

TEOREMA 8 (TEOREMA DE TARSKI). Sigui G un grup que actua sobre un con-
junt X. Donat E < X, les propietats segtients son equivalents:

(a) E no és paradoxal.
(b) Existeix una mesura finitament additiva i G-invariant

u: P(X) - [0,+00]

tal que u(E) = 1.
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La implicaci6 (b) = (a) és trivial. De fet, si existeix una tal mesura u i E és
un conjunt paradoxal, amb Ey UE; S EiE ~g E; perai= 1,2, llavors tenim
que u(E) = u(E;), i = 1,2, 1, per tant, obtenim la contradiccié 2 = u(Ey U E>) <
H(E) = 1.

La demostracio de (a) = (b) usa una mena de teorema de Hahn-Banach per
a semigrups, que Tarski va demostrar:

TEOREMA 9 (TARSKI). Sigui (S, +) un semigrup commutatiuie € S. Aleshores
les condicions segtients son equivalents:

(a) Per atotn € N, es compleix (n + 1)e £« ne.
(b) Existeix un morfisme de semigrups u: S — [0, o] tal que u(e) = 1.

A més, la demostracio usa també les propietats segiients de S (X, G):
Axioma de Schroder-Bernstein: a<bib<a = a=Db.

Llei de cancellacio: VvneN, na=nb = a=>b.

De fet, per 'observacié que hem fet tot just abans del teorema 8, tenim
que, pel semigrup S = S(X,G) i l'element e = [E] de S, la condicio (b) del
teorema 8 es correspon exactament amb la condici6 (b) del teorema 9. Per tant,
per demostrar la implicaci6 (a) = (b) del teorema 8 a partir del teorema 9,
només cal veure que la condicio (a) del teorema 8 és equivalent a la condicio6 (a)
del teorema 9 per 'element e = [E]. Aix0 és el mateix que demostrar que,
perae € S(X,G), tenim

2e <e < (n+1)e <ne peraalgunn.

La implicaci6 = és trivial. Per a demostrar I'altra implicaci6, suposem que
(n+1) < neperaalgun n > 1. Llavors (n + 1)e = ne per Schréoder-Bernstein, i

m+1)e=ne = n(2e) =ne = 2e =e perlallei de cancellacio.

Per tant, hem vist que el teorema de Tarski (teorema 8) es deriva del teore-
ma 9, que és un resultat general de teoria de semigrups i que no demostrarem
aqui, i del fet que els semigrups de la forma S(X, G) satisfan 'axioma de
Schroder-Bernstein i la llei de cancellacio. En la resta d’aquesta seccio, donarem
les idees principals que permeten demostrar aquestes dues propietats del se-
migrup de tipus S(X, G). Cal tenir present que cap d’aquestes dues propietats
se satisfa en el context més general que estudiem en les properes seccions.

La propietat de Schroder-Bernstein per a S(X, G) és, de fet, la propietat
antisimetrica del preordre algebraic < sobre S(X, G), o sigui que aquesta pro-
pietat es compleix si, i només si, < és un ordre parcial sobre S (X, G). Aquesta
propietat es dedueix del teorema de Banach-Schroder-Bernstein (vegeu [20,
teorema 3.6]), que és una generalitzacié del conegut teorema de Schroder-
Bernstein per a conjunts. Aquest resultat és molt util a I’hora de demostrar que
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dos conjunts donats son equidescomponibles. Observem que una conseqiiéncia
immediata de la propietat de Schroder-Bernstein és que un subconjunt E de X
és G-paradoxal si, i només si, 2[E] = [E] a S(G, X), de manera que podem
descompondre E exactament com la uni6é de dos subconjunts disjunts E; i E»
amb E ~g E;perai=1,2.

Pel que fa a la llei de cancellaci6 per a S(X, G), aquesta es demostra uti-
litzant el teorema de Hall-Rado-Hall per a grafs bipartits. Recordem que un
graf bipartit és un graf els vertexs del qual es divideixen en dos conjunts A
i B de forma que totes les arestes del graf connecten un veértex de A amb un
vertex de B. Un aparellament (matching en angles) és un conjunt d’arestes tals
que els vertexs incidents son matuament diferents. Segons el classic teorema
de Hall-Rado, si tenim un graf bipartit finit I' amb parts A i B, llavors I’ té un
aparellament que cobreix tots els veértexs de A si, i només si, per a cada k, tot
conjunt de k vertexs de A té com a minim k veins (o sigui, existeixen com
a minim k elements de B que es connecten amb aquests k elements de A
mitjancant arestes de I'). Aquest resultat es deu a Phillip Hall i Richard Rado i
s’anomena també teorema del matrimoni (marriage theorem). Marshall Hall el
va generalitzar al cas de grafs infinits:

TEOREMA 10 (TEOREMA DE HALL-RADO-HALL). Sigui T' un graf bipartit amb
parts A i B de manera que cada vertex de A té un grau finit. Llavors T ad-
met un aparellament que cobreix tots els vértexs de A si, i només si, per a cada
nombre natural k, tot conjunt de k vertexs de A té com a minim k veins a B.

Podem esbossar una demostracié d’aquest resultat a partir del teorema de
Hall-Rado com segueix: Donem a B la topologia discreta i a B4 la topologia
producte. Per a cada a € A, sigui N, el subconjunt finit de B format per tots els
veins de a. Llavors el producte Y := [[,c4 N4 €s un subconjunt compacte de B4
pel teorema de Tikhonov. Ara, per a cada subconjunt finit i no buit H de A,
sigui M (H) el conjunt de totes les funcions f € Y < BA tals que f|y és un
aparellament. Pel teorema de Hall-Rado, M (H) # @. A més, els conjunts M (H)
son claramemt subconjunts tancats de Y. Si Hy, Ho, ..., Hy son subconjunts
finits i no buits de Y, aleshores

n
M(Hy UH> U -+ - UHy) € (| M(Hy),
i=1
i, per tant, la familia {M(H)}, on H varia en tots els subconjunts finits i no
buits de A, compleix la propietat de la intersecci6 finita i aixi la intersecci6
de tots aquests conjunts és no buida (ja que Y és compacte). Un element f
d’aquesta intersecci6 ens dona el aparellament desitjat.

Ara ja podem donar la demostracié de la llei de cancellaci6. De fet, provarem
el resultat segiient, que és més fort que la llei de cancellaci6 atés que <
és un ordre parcial a S(X, G). Per a la demostracio seguim basicament [20,
teorema 10.20].

TEOREMA 11. Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X, i siguin «, €
S(X,G) in €N tals que nx < nf. Llavors tenim que « < B.
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PROVA. Si nax < np, llavors podem trobar dos conjunts disjunts, fitats i G*-
equidescomponibles E i F de X* tals que

E=Au---UA,, F=BuU---UBy,

i de manera que [A;] = «i[B;] = B per a tot i, j. Sabem que E ~ E’ per
acert E' c F. Sigui x: E — E’ < F la corresponent G*-congruéncia. Siguin
¢i: A1 — A;jiy;: By — B; G*-congruencies, amb ¢; i ¢ iguals a la identitat.
Per a a € Ay, posem a = {a,p2(a),...,pn(a)} i per a b € By, posem b =
{b,@>r(b),...,Yn(b)}. Observem que {a : a € A1} i {b : b € By} donen
particions de E i E’ respectivament. B

Formem un graf bipartit amb dues parts A={a:a€A} iB={b:beB}.
Posem n arestes que connectin @ amb vértexs de B. De fet, posem una aresta
entre a i b si, i només si, x¢i(a) € b peraalguni = 1,...,n. Aquest graf és
n-regular en A i de grau maxim n en B. Per veure que es compleix la hipotesi
del teorema de Hall-Rado-Hall, suposem que Y és un subconjunt de A amb
k elements. Llavors existeixen exactament nk arestes que connecten Y amb ele-
ments de B. Si Z denota el conjunt dels veins de Y i |Z]| és menor que k, llavors
tindrem un nombre d’arestes que connecten Z amb Y menor que kn; per tant,
tenim que |Z| > k, com voliem.

Ara el teorema 10 ens dona un aparellament M que cobreix tots els ver-
texs de A. Donat a € A, existeix un sol vertex b € B tal que (a,b) € M,
i, pert tant, tenim que x¢i(a) = @;(b) per a certs i, j. Sigui Cj; = {a €
A : (@,b) € Mixopia) = y;(b)}, 1, similarment, sigui D;; = {b € Bj :
(a,b) € Mix¢i(a) = @;(b)}. Aleshores, (pjflx(pi envia C; a D; i és una G*-
congrueéncia perque ¢, x i ; ho sén. Com que {C;;j} és una particio de A; i
{D;;} son subconjunts mutuament disjunts de By, obtenim que « < f. O

4 Una generalitzacio topologica del semigrup de tipus

El semigrup de tipus S (X, G) de I'accié d’'un grup G sobre un conjunt X ha
estat generalitzat de diverses maneres; vegeu, per exemple, el capitol 10 de [20].
Aqui tractarem una generalitzacio topologica que ha despertat recentment
I’atenci6 d’alguns investigadors; vegeu [9, 12, 14, 15, 16].

Per comencar considerem un grup G que actua sobre un conjunt X. Recor-
dem que una dlgebra de conjunts de X és una familia de subconjunts de X que
conté J i X, és tancada per interseccions i unions finites, i també és tancada per
complements. Diem que una algebra de conjunts D és G-invariant si g(D) € D
peracadage GiD € D.

Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X i sigui D una algebra G-inva-
riant de conjunts de X. Llavors podem restringir la relacié de G-equidescompo-
nibilitat a elements de D, i aixi obtenim un semigrup de tipus S(X, G, D) relatiu
a D. Més concretament, el semigrup S (X, G, D) és el semigrup commutatiu amb
generadors [D] per a D € D, i amb les mateixes relacions que les usades a
la definici6 2. Si A, B € D, posem A ~¢ B si podem descompondre A en uni6
disjunta de subconjunts Aj,..., A, tots ells pertanyents a D, i podem trobar
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elements g1,...,g9n € G tals que B és launio6 disjuntade g; Ay, ...,gnAn. Es pot
obtenir amb la mateixa demostracio, basicament una descripcié de S(G, X, D)
similar a la donada al teorema 4.

En articles recents de Rordam-Sierakowski [16] i Kerr-Nowak [9], s’ha consi-
derat el cas particular segiient. Recordem que un espai topologic es diu que
té dimensio zero si admet una base de conjunts que sén a la vegada oberts
i tancats. Sigui G un grup que actua per homeomorfismes sobre un espai de
Hausdorff compacte i de dimensi6 zero X. Prenem com a algebra de conjunts
de X l'algebra K de tots els oberts i tancats de X. Un exemple d’aquests espais
és el conjunt de Cantor. Aquest espai es pot caracteritzar topologicament
per la propietat de ser un espai compacte Hausdorff metritzable de dimensi6
zero perfecte. (Un espai topologic s’anomena perfecte si no té punts aillats.)
Existeixen nombrosos models de conjunt de Cantor, com ara el classic que
s’obté suprimint intervals centrals successius, comencant amb l'interval [0, 1].
Un model important és de la forma AN, un espai producte on A és un conjunt
finit amb més d'un element.

Obtenim aixi, en les condicions anteriors, el semigrup de tipus S(X, G, K).
Una pregunta natural és quina mena de condicions satisfa el semigrup de
tipus S(X, G,K). Es compleix un analeg del teorema de Tarski? En I'estudi
dels invariants associats a les C*-algebres, s’ha demostrat que és important la
condici6 anomenada de quasi-no-perforat. Un semigrup M és quasi-no-perforat
siperax,y e Mine N, (n+1)x <ny implica que x < . Pel teorema 9
és clar que, si S(X, G, K) és quasi-no-perforat, llavors es compleix el teorema
de Tarski en la seva versio topologica. Aqui el tipus de mesures que s’obtenen
en el teorema de Tarski son finitament additives sobre I'algebra K en valors
a [0, co]. Quan I'espai és metritzable, aquestes mesures es poden estendre de
manera Unica a mesures de Borel regulars sobre X ([16, lema 5.1]).

5 Accions parcials

Podem generalitzar el que acabem de presentar al cas d’accions parcials de
grups, que s'usen, per exemple, en construccions com les que trobem en [2].
Com a motivacié esmentem un exemple fonamental: hom obté una acci6 parcial
d’un grup G sobre un conjunt X restringint una accié global a un subconjunt
que no és invariant. Aqui ens limitarem a accions parcials de grups sobre espais
topologics. Per a més informaci6 sobre accions parcials, el lector pot consultar
el llibre de Ruy Exel [7]

DEFINICIO 12. Una accio parcial d'un grup G sobre un espai topologic X con-
sisteix en una colleccio {X,;} de subconjunts oberts de X, junt amb homeomor-
fismes

Qgi Xg-1 = Xg

tals que 07 =Idy i

perag,h € G.
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En aquesta definici6 cal fer alguns aclariments. En primer lloc, dues apli-
cacions parcialment definides, diguem f:Y - Xig:Z — X,on Y, Z son
subconjunts de X, es poden compondre amb la regla que el seu domini sigui el
més gran possible. Concretament, g o f és una aplicacio parcialment definida
sobre X amb domini Y n f~1(Z) i imatge g(f(Y) n Z). En segon lloc, si f
i g son dues aplicacions parcialment definides sobre un conjunt X, llavors el
simbol g < f significa que f estén g, és a dir, que el domini de g esta contingut
en el domini de f, i que la restriccio de f al domini de g coincideix amb g.

Ara, si 8 defineix una acci6 global de G per homeomorfismes sobre un espai
topologic Y i X és un subespai obert de Y, podem definir una accié parcial
de G sobre X posant per a cada g € G, X; = X N B4(X). Observem que X, és
un obert de X per a cada g € G i que

Bg(ngl) = Bg(XmBgfl(X)) = Bg(X) NnX :Xg-

Per tant, podem definir

Kg: Xg-1 — Xy
com la restriccio de B4 a X;-1, i hom pot demostrar que « és una accio parcial
de G sobre X, anomenada restriccio de 8 a X.

El procés invers del procés anterior s’anomena globalitzacio d’una accio
parcial. Per a una acci6 parcial « de G sobre X, aquest procés consisteix a
trobar una acci6 global S de manera que la seva restriccié a X sigui 1'accio
parcial «. Vegeu [1] per a més detalls.

Considerem una accio¢ parcial ({X; : g € G},{0, : g € G}) de G sobre
un conjunt compacte Hausdorff de dimensi6 zero X, i sigui K I'algebra dels
subconjunts oberts i tancats de X. Suposem també que Xy € K per atot g € G.
Llavors clarament K és G-invariant en el sentit que per a cada element g € G i
cada U € K, tenim que 0,4(U N X,-1) € K. En aquestes condicions, podem
definir també el semigrup de tipus S (X, G, K). Els generadors s6n també les
classes [U] amb U € K, i només cal modificar la relaci6 (3) a la definici6é 2 per
la condicio

(3") [Ul=[gU]lperatotg e GitotU € K talque U < Xy-1.

En aquest nivell de generalitat, ens podem preguntar quines sén les propie-
tats que satisfan els semigrups de tipus S := S(X, G, K). Es clar que aquests
semigrups so6n commutatius i amb element neutre 0 = [J], és a dir, s6n
monoides commutatius. També tenen una altra propietat que és obvia:

e S(X,G,K) és conic,enel sentitquex +y =0 = x =y =0.

Finalment, es compleix una condicié que és forca important, i que s’obté del
fet que estem treballant amb una algebra de conjunts. Es tracta de I'anomenada
propietat de refinament de Riesz.

DEFINICIO 13. Un semigrup S satisfa la propietat de refinament de Riesz si
sempre que a + b = ¢ + d existeixen x,y,z,t e Stalsquea=x+y,b =z +1t,
c=x+zid=y+t.
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Aquesta propietat es pot expressar en la forma d'una matriu, anomenada
matriu de refinament:

c d
al|x |y
b|z |t

En aquesta matriu, les files i les columnes sumen I’element que indica la fila
o columna corresponent. Es pot demostrar facilment per induccié que en un
semigrup de refinament tota identitat a; +a» + ---+an=b1+br +-- -+ by,
admet una matriu de refinament n x m.

Ara podem establir la propietat de refinament de Riesz per al semigrup de
tipus S (X, G, K):

PROPOSICIO 14. Sigui G un grup que actua parcialment sobre un espai compacte
Hausdorff de dimensio zero X i sigui K I'algebra dels subconjunts oberts i tancats
de X. Llavors S(X, G, K) satisfa la propietat de refinament de Riesz.

PROVA. Per a provar-ho, farem servir la descripci6 de S(X, G, K), que és analo-
ga a la presentada a la definicio 3. Veiem, per tant, els elements de S(X, G, K)
com a classes [A], on A = [J;c; A; X {i}, I és un subconjunt finit de Ni A; € K
per a tot i.

Suposem que tenim [A] + [B] = [C] + [D] a S(X, G, K). Siguin Ny i N> els
conjunts de nivells de A i B respectivament, i siguin M; i M» els conjunts de
nivells de C i D respectivament. Sense perdua de generalitat, podem considerar
que N NNy = JiM nM, = . Ara tenim que AU B ~g« C U D, amb la
G*-equidescomponibilitat implementada inicament amb membres de K. Aixi
doncs, podem trobar elements g1,...,g; € G; subconjunts Zi,...,Z; de X tals
que Z; e KiZ; ¢ Xgi—l, i enters positius ny,...,n;, my,...,m; tals que

1 l
AUB=||Zix{ni}, CuD=]|]0,(Z)x {mi}.
i=1 i=1

Definim
Al = |_| Zi X {ni}, A2 = |_| Zi X {ni}!
Nn;EN1, m;eM; n;ENy, m;eMp
By = | ] Zix{n;}, By = | Zi X {n;}.
N;EN>, m;eM; Nn;EN2, m;EMp

Llavors tenim A = Ay U Ay, B = By LI By, itambé C ~g« Ay UBy, D ~g+ A LI Bo.
Per tant, obtenim el refinament

[A] =[A1]+[A2], [Bl=I[Bil+[B2], [C]l=T[A1]l+[Bi1]l, [D]=[Az]+[B:],

com voliem. O
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6 Fallida de l'alternativa de Tarski per a accions sobre espais
topologics

Sigui G un grup que actua sobre un conjunt X i E, un subconjunt de X. Segons
I'alternativa de Tarski, o bé E és paradoxal, o bé existeix una mesura finitament
additiva sobre P(X) tal que u(E) = 1 (vegeu el teorema 5). En aquesta seccio
veurem certes construccions que ens permetran afirmar que l’alternativa de
Tarski no es compleix en el context topologic introduit a les dues seccions
anteriors.

Sigui ara G un grup amb una acci6 parcial sobre un espai compacte Haus-
dorff de dimensié zero X. De les construccions de [2] se segueix que el se-
migrup S(X, G,K) és basicament arbitrari, amb la sola restriccié de ser un
monoide commutatiu conic i de refinament. La idea per a demostrar aquest
resultat sobre el semigrup de tipus S(X, G,K), i en particular la fallida de
I'alternativa de Tarski en el context topologic, és utilitzar la teoria de grafs. En
aquest cas, els nostres grafs seran grafs dirigits.

Per veure un exemple senzill i illustratiu, descriurem el sistema dinamic
parcial associat a 'anomenada adlgebra de Cuntz O, (vegeu [6] i les seves
referéncies). Hom defineix una acci6 parcial del grup lliure amb n generadors [F;,
sobre I'espai de Cantor X = {1,...,n}". L’espai X es pot descriure com I'espai
de camins infinits sobre el graf dirigit R,, que té un Unic vertex i n arestes,
anomenat de vegades la rosa de n-pétals:

Peral <i < n,posem X; = {(i,az,as,...)} € X, idefinim s;: X — X; com
silay,az,...) = (i,ar,az,...).

Denotant per s;* la inversa de s; (que és una aplicacié parcialment definida
sobre X), tenim que

n
Ko S ok
sfsp=06i, >, sist=1
-1

Aquestes importants relacions van ser considerades per Cuntz en el seu arti-
cle [6]. Es pot demostrar que existeix una accié parcial de [F, sobre X que envia
els generadors del grup lliure [, a sy, $2,..., Su.

L’algebra de Cuntz @, es pot obtenir a partir de I'acci6 parcial anterior gra-
cies a una construccié algebraicoanalitica anomenada producte creuat parcial
(vegeu [7]). Es pot demostrar que el semigrup de tipus S (X, [y, K) és isomorf
al monoide ciclic C, = (a | a = na). No entrarem en detalls sobre aquests
punts, pero observem d’entrada que aix0 implica que el semigrup S(X, Fy, K)
no satisfa ’axioma de Schroéder-Bernstein si n > 3, ja que en aquest cas tenim
que a < 2a < a, perd a # 2a en el monoide C,,.
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Observem que en I’exemple anterior tenim una descomposicio X = | |i*; X;
junt amb homeomorfismes s;: X — X;. Aix0 és el que determina la relaci6 [X] =
n[X] en el semigrup de tipus S (X, [y, K). Podem obtenir una classe molt més
amplia d’exemples prenent grafs dirigits amb certes particions de les arestes.
Aix0 es pot visualitzar pensant que donem diferents colors a les arestes, i
pensem que les arestes que tenen el mateix color estan al mateix conjunt de la
particié. Concretament, tenim la definicioé de graf separat, que va ser introduida
a [3]. Per entendre-la bé cal recordar que un graf dirigit és una quadrupla
E = (E% EY,r,s), on E° és el conjunt dels seus vértexs, E! és el conjunt de les
seves arestes, i, s: E! — EY son aplicacions que descriuen, respectivament, el
vertex terminal i el vértex inicial de les arestes.

DEFINICIO 15. Un graf separat és una parella (E,C), on E = (EY, E',r,s) ésun
graf dirigit, C = | |,epo Cy, i Cy és una particio de ! (v) (en subconjunts no
buits i mituament disjunts) per a cada vertex v de E.

Encara que no és estrictament necessari, és convenient utilitzar grafs dirigits
bipartits. Aixo permet visualitzar millor les propietats. En general, considerant
un graf bipartit, podem trobar una versio «externa» del nostre sistema dinamic
que conté dues copies disjuntes del conjunt que volem estudiar.

DEFINICIO 16. Diem que un graf separat (E,C) és bipartit si
EO — E0,0 L EO,I
i totes les arestes van de E%! a F9.0,

Cada graf separat bipartit finit (E, C) ens dona un model diferent de sistema
dinamic (parcial), amb unes relacions determinades en el seu semigrup de tipus.

DEFINICIO 17. Sigui (E, C) un graf separat bipartit finit. Un (E, C)-sistema di-
namic és un espai topologic compacte Hausdorff Q2 amb una familia {Q, }, <o
de subconjunts oberts i tancats tal que

Q=[] Q

veEEY

i, per a cada v € E%?, una familia de subconjunts oberts i tancats {He}ecy-1 (1)
de Q, tal que
Q= | | He
ecA
per a cada A € Cy, junt amb una familia d’homeomorfismes 0,: Qg) — H, per
acadae € EL.

Donats dos (E, C)-sistemes dinamics (€, 0) i (', 8"), hi ha una noci6 natural
de morfisme equivariant f: (Q,0) — (Q', 0’). Diem que una aplicacié f: Q —
Q' és equivariant si f(Q,) € Q) peratotv € E°, f(H,) < H, per a tote € E!
i f(0.(t)) =0,(f(t)) peratote € Elit € Qq).

Establim que (Q, 8) és un (E, C)-sistema dinamic universal si existeix una
Unica aplicacié continua i equivariant de qualsevol altre (E, C)-sistema dinamic
en (Q, 0).
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TEOREMA 18 ([2]). Donat un graf separat bipartit (E, C), existeix un (E, C)-sis-
tema dinamic universal (Q(E,C), 0 c)). El grup lliure F(E') en les arestes
de E actua parcialment per homeomorfismes sobre Q(E,C) de manera que
I’homeomorfisme parcial associat a un generador e € E! del grup lliure és
precisament (0(,c))e.

Observem que tenim
QE,C) = | ] Q

vEEL

iperacadav € E%%i A € Cy,

[Qv] = Z [Qs(e)]

ecA

en el semigrup de tipus S(Q(E, C), F(E!), K).

Descrivim ara una generalitzacio del sistema dinamic associat a les algebres
de Cuntz, que hem vist anteriorment. Siguin m i n enters tals que 1 < m < n.
Considerem parelles d’espais compactes Hausdorff (X, Y) tals que

S

m
X=UHi=UV;
i=1 j=1

1

on els H; son subconjunts oberts i tancats mituament disjunts de X, cadascun
d’ells homeomorf a Y via homeomorfismes h;: Y — H;, peral < i < n.
Analogament, suposem que els V; son subconjunts oberts i tancats mutuament
disjunts de X, cadascun d’ells homeomorf a Y via homeomorfismes v;j: Y — V;,
peral <j<m.

Ens referirem llavors a un (m, n)-sistema dinamic (X, Y, {h;}} |, {vj}ﬁl).

Observem que els (m,n)-sistemes dinamics corresponen als (E(m,n),
C(m,n))-sistemes dinamics, on (E(m,n),C(m,n)) és el graf separat amb
E(m,n)%° = {v}, Em,n)*! = {w},i C(m,n) = {A,B},on AiB tenen n i
m arestes respectivament, i totes les arestes van de w a v. L’exemple on m = 2
in = 3 es mostra a la figura 1.

w

FIGURA 1: El graf separat (E(2,3),C(2,3)).
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Si (X,Y,{hi}},, {v; 3?“:1) és un (m,n)-sistema dinamic, tenim la relacio
segiient en el semigrup de tipus S(X U Y, Fy 10, K):

n[Y]= > [Hi]=[X]= > [V;]=m[Y],

i=1 Jj=1

o sigui, m[Y] =n[Y].
Denotem per (X", Y%, {h¥}* ,, {v}i}y‘:l) el (m,n)-sistema dinamic univer-
sal, que existeix com a conseqiiéncia del teorema 18. Observem que tenim

n m
Q(E(m,n),C(m,n)) =X*vuY% X*=|JH!=[]VY
i=1 j=1

i homeomorfismes hi: Y% — H}, v}f‘: Y — VJ'-‘.
Es demostra a [2, corollari 7.6] que el semigrup de tipus

S:=SQE(mM,n),C(m,n)), Fpim, K)

associat al (m, n)-sistema dinamic universal (X*, Y%, {h;'}iL,, {v}'}L) conté
el monoide
Cuni=(a:ma=na).

Més precisament, existeix un morfisme de monoides injectiu t: Cy,, — S tal
que, per a x,y € Cpyn, tenim x < y a Gy i, i només si, t(x) < t(y) aS. (Un
morfisme injectiu amb aquesta propietat s’anomena injeccio d’ordre.) A més,
tenim que t(a) = [Y"].

Per a1 < m < n, el monoide Cy,, 1€ una estructura peculiar. Podem dir
que és ciclic d’ordre n — m «a partir de m». Més concretament,

Cmn=10}ul{a,...,(m—-1)a} v {ma,(m+ la,...,(n —1)a},

amb ia # japerai # jsil<i<m-—1,j € N,iia = ja si, i només si,
i—j€(n-m)Zsii,j=m.En particular, tenim que 2a £ a a Cy» 1, per tant,
2[Y“] = 21(a) £ t(a) = [Y*] a S, ates que ( és una injeccié d’ordre. Deduim
que Y¥ no és un conjunt paradoxal. En canvi, no pot haver-hi una mesura
invariant sobre l'algebra K d’oberts i tancats de Q(E(m,n),C(m,n)) tal que
u(Y%) = 1. De fet, si aquesta mesura u existis, llavors, denotant també per u
I’homomorfisme de semigrups S — [0, co] associat i tenint en compte la relacié
m[Y%] =n[Y¥] a S, tindriem:

m = pu(m[Y"*]) = u(n[Y*]) = n,

fet que contradiu la hipotesi que m < n.

Per tant, podem concloure que l’alternativa de Tarski no es compleix en
el context topologic. Finalment observem que, utilitzant els resultats de glo-
balitzaci6 d’accions parcials d’Abadie [1], es pot demostrar que existeixen
accions globals que satisfan les propietats esmentades anteriorment (vegeu [2,
secci6 7]), de manera que l'alternativa de Tarski no es compleix tampoc en el
context d’accions globals sobre espais topologics.
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